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Abstract 
Roig, A., Modeles minimaux et foncteurs derives, Journal of Pure and Applied Algebra 91 (1994) 
231-254. 
Minimal models are often used to calculate derived functors. For instance, the tor functor, 
homotopy groups of augmented dgc algebras or the differential tor functor. In this paper we prove 
that this is an intrinsic property of minimal objects, not depending on the particular categories or 
functors involved. This is done by proposing an axiomatic definition of these minimal objects which 
includes the known examples and turns out to be a sufficient condition for the calculation of derived 
functors. 
Les modeles minimaux ont et& utilists pour calculer des foncteurs derives. Par 
exemple, le tor, les groupes d’homotopie d’une algebre dgc augment&e ou le tor 
differentiel. Dans ce travail nous montrons qu’il s’agit d’une proprittt intrindque aux 
objets minimaux, indtpendante de la categoric ou des foncteurs particuliers. Pour 
cela, nous proposons une definition axiomatique des objects minimaux qui produit les 
objets connus sur divers exemples et devient une condition suffisante pour le calcul des 
foncteurs derives. 
Les r&solutions minimales de [S] et [23] sont, peut etre, le premier exemple d’objets 
minimaux. Elles ont Cte introduites dans le cadre algtbrique pour etudier le 
TorR(k, k). Dans la topologie, Sullivan [22], avec les modtiles minimaux des Q-algebres 
dgc demontra l’equivalence de categories entre les categories homotopiques des 
ensembles simpliciaux nilpotents, rationnels, a nombres de Betti finis et celle des 
Q-algebres dgc minimales de Q-type fini. Ces exemples, et d’autres, montrent deux 
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proprittts communes des objets appeles “minimaux”: ils sont des representants des 
classes d’isomorphie des categories homotopiques et ils servent a calculer divers 
foncteurs derives. Dans ce travail, nous proposons une definition axiomatique de tels 
objets, inspirte de celle de [14] pour les (R, r)-algebres, a partir de laquelle on retrouve 
ces deux traits caracteristiques. En particulier, nous developpons le deuxieme. Pour le 
premier, on consultera [20]. 
Le travail s’ordonne de la facon suivante: dans le Paragraphe 1 nous donnons notre 
definition d’objet minimal, montrons quelques proprittes qui dtcoulent de cette 
definition et comment elle produit les objets connus sur des categories particulieres. 
Dans le Paragraphe 2, nous rappelons la definition de foncteur derive de [19] et 
developpons quelques criteres d’existence et de calcul de tels foncteurs. En particulier, 
nous retrouvons les criteres connus pour les categories de complexes dune categoric 
abtlienne [lS] et pour les categories de modeles [19]. A l’aide de ces criteres et d’une 
notion de minimalite relative a un foncteur don&, nous montrons comment quelques 
exemples connus de calcul des foncteurs derives avec des modeles minimaux decoulent 
de notre propritte universelle (Paragraphe 3). Dans le Paragraphe 4, nous etudions les 
objets minimaux de la cattgorie de modules dg a coefficients dans une algebre dgc. 
Avec cela et la structure de cattgorie de modeles, nous montrons que le tor differentiel 
de modules dg est un foncteur derive au sens de Quillen (Paragraphe 5) et qu’il 
coincide avec celui d’algebres sous des hypothese plus faibles que celles de la lit- 
terature existante [4,6, 24, 251. Pour le premier resultat nous utilisons la definition du 
tor differentiel de [12]. Cette definition utilise un certain type de resolution laquelle, 
suivant ses auteurs, “extracts the minimum amount of information necessary to 
identify” le terme E2 de la suite spectrale dont la limite est le tor differentiel. Nous 
montrons que cette resolution possede aussi des proprittes “minimales” pour que le 
foncteur defini soit un fonceteur derive au sens de Quillen. 
1. Objets minimaux 
Soient %’ une categoric et S c mor %? une classe de morphismes de la categoric. Si 
s : a -+ b E S, on pose s : a 7 b. On dira que a est un S-modtile d gauche de b. 
Dtfinition 1.1. Un objet m de %‘est S-minimal d gauche si pour tout x f m E S, il existe 
un morphisme m 2 x de V, tel que ss’ = 1,. 
Nous dirons que m E obj W est un objet S-minimal CYZ droite, s’il est un objet minimal 
de la cattgorie duale 5%“: 
DCfinition 1.1”. Un objet m de %? est S-minimal 21 droite si pour tout x E m E S, il existe 
un morphisme m 5 x de V, tel que s’s = 1,. 
Dkfinition 1.2. Un S-moddle minimal d gauche d’un objet a de V est un modele (a 
gauche) m G a avec m minimal. 
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Do&avant, on va supposer la classe S fixee pour chaque cattgorie et on ne parlera 
que d’objets minimaux, meddles et modtles minimaux, sans faire rkfirence d S. On ne 
considerera tgalement que la “partie gauche” de la thtorie: le lecteur intkressi: 
obtiendra la partie droite en dualisant les &non& de ce travail. 
On peut aussi donner une notion de minimalitk relative i un morphisme de la 
cattgorie. Voici les dktails: ttant don& un morphisme u : a + b E mor $7, nous dirons 
que le diagramme a G m : b, dans lequel .zl = u, est u-minimal s’il est minimal 
comme objet de la catkgorie q(u), c’est-&dire la cattigorie dont les objets sont les suites 
de morphismes de %T 
telles que &,I, = u et les morphismes les diagrammes commutatifs de % 
a-m-b 
(1) 
Le diagramme a 2 m 3 b est minimal done si pour tout diagramme comme (1) 
avec fE S il existe s’:m --f x tel que $2, = zX, E,s’ = E, etfs’ = 1,. 
Un exemple de ce genre de cattgories: si +Z a un objet final t, en prenant b = t, G?(u) 
est appelke la cattgorie des objets au-dessus de a: a \ %‘. Par exemple, soit R un anneau 
commutatif avec uniti: et Adgc(R) la catkgorie des R-algibres dgc. Soit A une 
R-algZbre dgc, la catkgorie des extensions de A ou des A-algtbres dgc est la cattgorie 
Adgc(A) = A\Adgc(R) dont les objets sont les morphismes de R-algZbres dgc de 
source A, A + B, et les morphismes les triangles commutatifs de Adgc(R): 
On peut dlmontrer aistment que si W est une catkgorie de modkles (resp. de modkles 
fermte, resp. de modiles fermCe avec tous les objets fibrants) Q?(u) l’est aussi de faGon 
naturelle (voir [20]). En particulier, si Q c R, Adgc(A) est une cattgorie de modiles 
fermte avec tous les objets fibrants en prenant comme tquivalences faibles (we), 
fibrations (Jib) et cofibrations (cof) les diagrammes comme (2) dans lesquels f est, 
respectivement, un quis de R-algtbres dgc, c’est-i-dire un morphisme qui induit un 
isomorphisme entre les algkbres de cohomologie, une f&he surjective et un mor- 
phisme qui a la LLP par rapport aux fibrations triviales (voir [20], cf. [2]). 
DCfinition 1.3. Un morphisme a + b E mor %? est un morphisme minimal s’il est minim- 
al comme objet de a\%‘. 
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On aura besoin de certaines hypotheses sur S, qu’on supposera valables pour toute 
la suite. 
Hypothbes 1.4. (i) Les isomorphismes de % sont dans S, et 
(ii) si dans le diagramme de %?, x L y -5 z, deux des morphismes {f, g, gf} appar- 
tiennent ti S, il en est de mCme pour le troisieme. 
Ces hypotheses sont remplies, par exemple, si 5% est une categoric de modeles et 
S = we est la classe de ses equivalences faibles. Ou bien, si S est la classe des 
morphismes qui deviennent des isomorphismes par un certain foncteur H : %T + 9. On 
peut dtmontrer alors des resultats “bien connus” comme 
Proposition 1.5. Si m, et m2 sont deux objets minimaux et m, -f+ m2 est un morphisme 
de S, alors, s est un isomorphisme. 
Preuve. Comme m2 est minimal, il existe s’: m2 + m, tel que ss’ = l,,. D’apres (i) et 
(ii), s’ E S. Comme m, est minimal, il existe s”: m, + m2 tel que s’s” = l,,. D’ou 
s = ss’s” = s” et c’est un isomorphisme. 0 
Si %? est une categoric de modeles et S = we, on peut ajouter que cet isomorphisme 
est unique a homotopie pres. Le resultat suivant nous fournit un critere avec lequel on 
peut montrer que certains objets appelts “minimaux” sont minimaux dans le sens de 
notre definition (voir les exemples suivant la proposition). 
Proposition 1.6. Si %? admet une classe d’objets A! telle que: 
(a) tout objet de 5% a un modele (a gauche) dans A!, et 
(b) tout morphisme de S entre objets de 4 est un isomorphisme, 
alors: 
(1) les objets de Af sont minimaux, et 
(2) tout objet minimal de %? est isomorphe d un objet de A. 
Preuve. Soit m E A?, montrons que m est minimal. Soit x A m avec s E S. D’apres (a), 
il existe m' Ax avec t E S et m’ E A. D’apres 1’Hypothese 1.4(ii) et (b), st E S est un 
isomorphisme; notons u son inverse. Alors, pour s’ = tu on a ss’ = 1, et par con- 
sequent m est minimal. 
Reciproquement, soit m un objet minimal. D’apres (a), il existe m’ E .A? et 
s : m’ --) m E S. Avec la partie directe et la Proposition 1.5, s est un isomorphisme. 0 
DCfinition 1.7. Lorsque nous aurons une telle classe d’objets _k? dans VT, nous dirons 
que 97 a sufJisamment de minimaux. 
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Exemples 1.8. (1) [ 133 Soit k un corps, Q c k et A une k-alg2bre dgc cohomologique- 
ment connexe. Prenons comme S les quis de k-algibres dgc. Alors les KS-extensions 
minimales A + B sont tous les objets minimaux de la catCgorie Adgc,=(A)= 
A\Adgc,,(k) des extensions d’algibres dgc cohomologiquement connexes d’apr& la 
proposition prt&dente et les Th&or&mes 6.2 et 6.3 de [13]. 
(2) [ 171 Soit d ‘Set la cattgorie des ensembles simpliciaux et soit S l’ensemble des 
morphismes qui induisent des isomorphismes dans tous les groupes d’homotopie. 
Alors les complexes de Kan minimaux sont tous les objets minimaux (A droite) de cette 
catkgorie. 
(3) [1] Les algkbres de Lie de chaines minimales sont tous les objets minimaux de 
cette cattgorie. 
(4) [S, 231 On peut montrer (voir [20]) que les r&solutions minimales d’Eilen- 
berg-Tate sont des objets minimaux d’une catCgorie adtquate de complexes de 
modules. 
Signalons, finalement, que pour les cattgories de mod;les on a 
Proposition 1.9. Si Q? est une catkgorie de modtles et S = we, les morphismes minimaux 
ont la LLP par rapport aux$brations triviales. En particulier, ce sont des cojibrations si 
la catkgorie est de modkles fermde. 








un diagramme commutatif. On factorise i en a L c > b, oti q est une fibration 
triviale et j une cofibration. Comme j est une cofibration, on a p: c + x tel que bj = CI 
et pB = fiq. D’autre part, q est une we de a \ %’ et i : a -+ b est minimal. Par constquent il 
existe s : b + c telle que qs = lb et si = j. On la compose avec fl et on obtient le 
relevement voulu. 0 
Corollaire. Si % est une catigorie de moddles, tout objet minimal a la LLP par rapport 
aux jibrations triviales. Si elle est de modsles fermee, alors tout objet minimal est 
cojibrant. 0 
Remarque 1.11. Ces deux derniers faits sont indtpendants de la classe de fibrations 
choisie. Done, si la classe des we est don&e, toutes les structures possibles de catCgorie 
de modeles fermte ont, lorsqu’elle existe, une classe d’objets cofibrants en commun, les 
minimaux (i gauche). 
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2. Foncteurs dCrivCs 
Rappelons la notion de foncteur derive de Quillen [19]. Soit Ho%? la cattgorie 
homotopique (locaMe) de %? par rapport a une classe de morphismes S c mor %? et 
y : Gc? -+ Ho% le foncteur de localisation. 
Definition 2.1. Soit F: V + 9 un foncteur. Le foncteur dtrivt d gauche de F est la 
donnee dun foncteur [LF : Ho%? + 9 et d’un morphisme de foncteurs e : (LF)y + F tels 
que pour tout foncteur G : Ho% + 9 et tout morphisme de foncteurs [: Gy + F, il 
existe un unique morphisme de foncteurs 0: G + LF tel que [ = E.(@). 
Soient F : %? + 9 un foncteur et S c mor V et T c mor 9. On appelle foncteur d&iv& 
total a gauche de F le foncteur derive a gauche de yF: 
Souvent nous l’appellerons le “foncteur derive a gauche” de F et le noterons ILF. 
Soit ~1: 59 -+ 55” un foncteur. Rappelons [18, p. 461 que, si a est un objet de W, la 
catkgorie comma (a 1 CC) est la cattgorie qui a comme objets les morphismes a + ax de 
W et comme morphismes les triangles commutatifs de W 
(3) 
oti f: x + y E mor %?. On a un foncteur de projection Q : (a J CC) + %? defini sur les objets 
par Q(a + ax) = x et qui am&e le morphisme (3) en f: Avec cette notation, on peut 
caracteriser les foncteurs derives par des limites de la facon suivante ([lS, pp. 233 et 
2341, voir aussi [ll, Expose I, p. 251): on a un isomorphisme canonique 
(4) 
Cette egalite veut dire aussi que LF existe si et seulement si la limite de (4) existe pour 
tout a E obj Ho%. On peut aussi ecrire (4) sous la forme 
@F)(a) = lim Fx. 
c 
a-yx 
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On va calculer ces limites avec des foncteurs initiaux (ou cojinaux darts la terminologie 
de [ 11, Expose I]). Par definition, la categoric (LX _1 a) est la categoric duale de (a 1 a). 
DCfinition 2.3. Un foncteur cp: 9 + f s’appelle initial si pour tout j E obj 9 la ca- 
tegorie comma (cp 1 j) est non vide et connexe. 
Le role des foncteurs initiaux dans le calcul des limites est le suivant (voir [lS, 
p. 2131). si nous avons un foncteur initial cp : 9 + f et si F : $ + X est un foncteur tel 
que IF, Fq existe, alors I@, F existe et on a un isomorphisme canonique 
lim F~I = lim F. (5) t + 
3 I 
Remarque 2.4. Signalons une consequence evidente de (4) et (5): pour calculer des 
foncteurs derives, il suffit dun foncteur cp :9 -+ (a 1 y) initial quelconque. Comme on le 
verra, ce fait entraine qu’on peut calculer le derive d’un foncteur par n’importe quel 
genre de “resolutions” ou “modeles”: on n’a pas besoin de comparer deux definitions 
“differentes” au moyen de quis explicites entre les modeles utilises dans chaque 
definition. L’utilisation concrete de (5) sera la simplification successive de la limite (4) 
jusqu’a ce qu’elle se reduise A la valeur de F sur un objet. En faisant cela, on trouvera 
des conditions suffisantes pour qu’une classe de modeles x 1 a donne l’tgalitt 
(U_F)a = Fx. Ces conditions (voir la Definition 3.1) ne sont pas les plus generales 
possibles qu’on puisse imaginer, mais on peut montrer qu’elles sont remplies pour les 
modeles cofibrants (voir le Corollaire 2.6.2), minimaux (voir le Paragraphe 3), de 
Kiinneth (voir le Paragraphe 5) semi-libres (voir le Paragraphe 5) . . utilists dans la 
pratique pour d.$inir des foncteurs derives tels que le tor differentiel ou les groupes 
d’homotopie d’algebres dgc. 
Pour ce faire, il nous faut introduire quelques concepts et notations. Soit (S 1 a) la 
cattgorie ayant pour objets les morphismes x + a de S et pour morphismes les 
triangles commutatifs de %? 
/ 
X-Y 
v s t 
a 
16) 
oti s,t E S. On a un foncteur de projection (S 1 a) + % analogue a celui des categories 
comma, qui sera sous-entendu dans ce qui suit. Signalons que le foncteur F: $7 + 9 
induit de facon tvidente un foncteur 
(S 1 a)-,(FS 1 F4 (7) 
qu’on va toujours appeler F. Les resultats suivants seront utilises lorsque les ca- 
tegories notees 2 et F sont les categories de (7). 
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Soient F : 9 + 9 un foncteur et S(F) la classe des morphismes de f qui deviennent 
inversibles par F. Evidemment, le foncteur F se factorise de facon unique a travers le 
foncteur de localisation f -+ yScF). Soit F’ cette factorisation. Notons Im F la sous- 
categoric de F ayant pour objets les images F’j des objets de yScF) et pour morphis- 
mes les images par F’ des morphismes de cette categoric. Autrement dit, il s’agit de 
compositions de morphismes de F 
FE 2n+1 o(FQ,,-' 0 . . o(Faz)-l ~Fcc,~(Fa,,-’ 
avec cz, E mor %, m = 0, . . . , n tels que les FQ,, soient inversibles dans 9. 
Definition 2.5. On dit qu’une categoric ‘3 est un groupoi’de contractile si 29 est un 
groupo’ide connexe et simplement connexe. C’est-a-dire, si pour tout a,b E obj 9, 
l’ensemble Hom,(a, b) a un seul element (qui est d’ailleurs un isomorphisme). 
Proposition 2.6. Soit F: fl--+ F un foncteur tel que Im F soit un groupo’ide contractile. 
Alors on a un isomorphisme canonique 
l@ F = Fj 
d 
pour chaque j E obj 3. 
Preuve. Si Im F est un groupoi’de contractile, alors, une fois choisi un j, E obj 9, il 
existe, pour tout j E 2, un isomorphisme unique de Im F 
vj: Fj, + Fj. 
Par unicite, pour tout IX : i + j, on a (Fcr)vi = vj. (Test-d-dire, les Vi definissent un cone 
v : Fj, + F. Voyons qu’il s’agit d’un cone limite. Soit z : d + F un autre cone. Evidem- 
ment, on a des morphismes d + Fj, puisqu’on peut prendre n’importe quel (vi)- ‘ri. 11 
reste a montrer qu’ils sont tous egaux: soient ij E obj f. Comme Im F est contractile, 
il existe un morphisme de Im F qui les unit. 
(Fe,- 1 FCti 
Fi-FiI-FiZ- ... . 
Comme v et z sont des cones, on a (FaO)vi, = vi et (Folo)zi, = zi. D'oii 
(vi)- 'Zi = (vi,)-' Zi,. De meme, (v~,)-~T~, = (viJ1zi2, etc. D’oti finalement, 
(vi)- ‘ri = (vi)~ ‘Zj. Soit done f= (vi)- l~i : d -+ Fj,. Evidemment, vjf= rj pour tout 
j E obj $ et si g:d + Fj, satisfait aussi vjg = Zj, alors g = (vj)-%j =J 0 
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Corollaire 2.6.1. Soient cp : 9 + f initial et Im(Fq) un groupo’ide contractile. Alors on 
a un isomorphisme canonique 
lim F = Frpi 
+ 
pour n’importe quel i E obj 9. 
Preuve. D’apres (4) et la Definition 2.5, I@, F = 19, Fq = Fqi. 0 
On peut en deduire maintenant le resultant de Quillen [19, Proposition 1 et 
Corollaire, Paragraphe 4, Chapitre I] sous une forme plus maniable et classique. 
Corollaire 2.6.2 (cf. [ 191). Soit F : 9? + 9 un foncteur entre des categories de modeles qui 
preserve la relation d’homotopie entre les morphismes de W:,. Alors le foncteur derive 
LF: Ho% + Hog existe et on peut le calculer sur les objets par 
@F)(a) = Fa’ 
ou a’ est un modele cojibrant de a. 
Preuve. Voir [20]. 0 
En particulier, si %? est une categoric de modeles fermee et m un modele minimal de 
a, alors 
@F)(a) = Fm 
puisque, d’apres la Proposition 1.10, m est cofibrant. En fait, comme on le verra, on n’a 
pas besoin de l’hypothtse “cattgorie de modeles”: les notions de foncteur derive et 
d’objet minimal ne dependent que de l’ensemble S choisi. 
Hypotheses 2.7. Dans le reste de ce Paragraphe et le suivant, on va supposer, en plus 
des Hypotheses 1.4, que S admet un calcul de fractions a droite (voir [7]). 
On prendra garde, pourtant, que, pour les categories de modeles, cette hypothese ne 
se vtrifie qu’a homotipie pres. Plus precisement: si %’ est une categoric de modeles, 
alors l’image de S = we dans n%‘,-, la cattgorie formte des objets fibrants ayant comme 
morphismes les classes d’homotopie des morphismes de %T, admet un calcul de 
fractions a droite, d’aprb [19, Corollaire 2, p. 1.161. Dans nos exemples, la restriction 
aux objets fibrants ne pose aucun probleme puisque tous les objets le seront. 
Neanmoins, les objets minimaux “a homotopie pi-es” ne sont pas les memes, comme le 
montre l’exemple suivant. 
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Exemple 2.8. Soit d une categoric abtlienne avec suffisamment de projectifs. Soit 
K-(&4) la catigorie qui a pour objets les complexes d’objets de & superieurement 
born& et pour morphismes les classes d’homotopie de morphismes de complexes. 
Finalement, soit S la classe des quis, les morphismes qui deviennent des isomorphis- 
mes en cohomologie. Les objets minimaux de cette categoric sont les complexes avec 
un objet projectif de XI en chaque degrt. Ces objets ne sont pas necessairement 
minimaux dans la cattgorie des complexes de d, C (~2). 
Rappelons que, lorsque S admet un calcul de fractions a droite, on peut rep&enter 
les morphismes de Ho% par des classes de diagrammes de %? du type 
avec s E S (voir [7]). On notera la classe du morphisme represente par (8) parf/s. Le 
resultat suivant est une premiere simplification de la limite (4) et correspond a la 
definition de [26] du foncteur derive. 
Proposition 2.9 (cf. [26, 161). Si 5 admet un calcul de fractions 21 droite, 
(W)(a) = 1e Fx 
s 
oii la limite est prise sur tous les s x -+ a de (S 1 a). 
(9) 
Preuve. On peut montrer aisement que le foncteur cp: (S 1 a) + (a 1 y) dtfini par 
‘ps = l/s est initial. Le resultat decoule alors de (4) et (5). q 
3. Objets minimaux relatifs P des foncteurs 
On va montrer comment l’existence de suffisamment de minimaux est une condi- 
tion suffisante pour qu’on puisse calculer la limite (9) comme la valeur de F sur un 
objet. Mais on va supposer que S satisfait toujours aux Hypotheses 1.4 et 2.7. 
En fait, on a besoin d’une notion beaucoup plus faible que celle de minimalite: si 
S admet un calcul de fractions a droite, il est facile de montrer que la Definition 1.1 est 





oh s E S, il existe un unique relevement def: Pour deriver un foncteur particulier F on 
n’a besoin que de cette propriete dans la categoric Im F. 
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Dbfinition 3.1. Soit F : $ -+ 9 un foncteur. On dit que m E obj f est F-minimal (b 





il existe un diagramme commutatif de % 
Fm - Fy 
dans lequel Ft est un isomorphisme. Si on a un autre morphisme Fg’(Ft’)- 1 : Fm + Fx 
tel que (Fs)(Fg’) = (Ff)(Ft’) alors on a un isomorphisme u E mor% tel que le dia- 
gramme 




Un objet minimal est, par consequent, F-minimal pour tout foncteur F. 
Lorsqu’on se place dans le contexte des categories de complexes de categories 
abtliennes, on appelle les objets de la Definition 3.1 F-acycliques ([I 5]-voir l’exemple 
apres la proposition suivante). Les objets F-minimaux sont F-d6ploybs au sens de [26] 
(cf. [16]), mais tandis que la condition de F-minimalite est une condition sufJi.sante 
pour le rtsultat du Theoreme 3.5 ci-dessous, les objets F-deploy& sont ceux pour 
lesquels la conclusion du thtoreme est valable par d+inition. 
La definition de F-minimal entraine une sorte de calcul de fractions a droite pour 
les morphismes de source un objet F-minimal. Plus explicitement, on a 
Lemme 3.2. Tout morphisme de Im F de source un objet F-minimal peut &tre repr2senk 
par une suite de morphismes de % 
Ft Ff 
Fm-• -Fx 
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oti Ft est un isomorphisme de 9. Deux de ces suites reprkentent le m&me morphisme de 
Im F s’il existe un diagramme commutatiif de P 
Fg . - Fx 
Fg’ 
Ft’ 
dans lequel u est un isomorphisme. 0 
Proposition 3.3. Soient F : f + % un foncteur et J4 une classe d’objets de %? tels que: 
(i) tout objet de % a un modkle duns 4?, et 
(ii) F rend inversible tout morphisme parmi des objets de _/I. 
Alors les objets de .M sont F-minimaux. 
Preuve. Soit m E JZ. Montrons qu’il est F-minimal. Etant donnk un diagramme de 
9, rnL x L y, l’hypothbe d’existence de calcul de fractions pour S entraine que 
dans la catkgorie 2 = (S J a) il existe un diagramme commutatif 
9 
n-x 
t I I f s 
m-y 
D’aprb (i) on peut supposer que n E .H. L’image par F de ce dernier diagramme, est le 
diagramme commutatif de % 
Fg 





Fm - Fy 
dans lequel, d’aprk (ii), Ft est un isomorphisme. Etant donnt un deuxikme diagramme 
commutatif comme ce dernier avec Fm E Fn’ 2 Fx, il existe un diagramme commu- 






dans lequel, d’aprb (i), on peut prendre m’ E JZ. Par (ii), Fr et Fr’ sont des isomorphis- 
mes et par conskquent Fg(Ft)-’ et Fg’(Ft’)-’ reprksentent le m&me morphisme de 
ImF. 0 
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Exemple 3.4. Les objets F-acycliques de [15], Theoreme 5.1, sont F-minimaux. La 
premiere condition de ce theoreme est notre condition (i) de la Proposition 3.3. Quant 
a la deuxieme, si %? est une cattgorie de complexes dune categoric abtlienne et 9 une 
sous-categoric pleine telle que pour tout P’ E obj 9 acyclique (i.e., H’(P’) = 0 pour 
tout i) on a F(P) aussi acyclique, il decoule que pour tout quis s : P’ -+ Q’ E mor 9, le 
morphisme Fs est aussi un quis; c’est-a-dire la condition (ii) de la Proposition 3.3. 
Thitorkme 3.5. Si %? a suffisamment de F-minimaux, alors le foncteur LF existe et on peut 
le calculer par 
([IF)(a) = Fm 
oit m est un modele F-minimal quelconque de a. 
Preuve. Montrons que pour tout objet a de % il existe un foncteur initial 
cp : 9 + (S 1 a) tel que Im F~IJ est contractile et le resultat dtcoulera du Corollaire 2.6.1, 
la Definition 2.5 et de la Proposition 2.9. Soit 9 la sous-categoric pleine de 
$ = (S 1 a) formte des morphismes m + a avec m F-minimal et cp le foncteur 
d’inclusion. Verifions: 
(i) (cp 1 f) est non vide. En effet, ttant donne s : x + a E obj (S 1 a), nous prenons 
un modele F-minimal de x, t : m -+ x. Alors st E obj 4 et t definit un morphisme de 
st ci s. 
(ii) (cp J j) est connexe: si on a deux modeles F-minimaux d’un meme objet, on 
peut les unir par deux fleches, par definition de F-minimal. 
(iii) Im Fq est un groupo’ide contractile: soient Fm,Fn E Im Fq. L’existence d‘un 
morphisme parmi eux et son unicite decoulent de la definition de F-minimal et du 
Lemme 3.2. 0 
Corollaire. Si 59 a suffisamment de minimaux, alors, pour tout foncteur F : %T + 9, le 
foncteur ILF existe et on peut le calculer par 
@F)(a) = Fm 
ou m est un modele minimal quelconque de a. 0 
On peut donner la version suivante de la suite spectrale de Grothendieck ([9, 
Thtorbme 2.4.11, cf. [15, Proposition 5.4, Chapitre I]). 
ThC?or&me 3.6. Soient F : %Y + 52 et G : ~2 + d des foncteurs. Supposons que % a suffisam- 
ment de F-minimaux et 9 a suffisamment de G-minimaux. Supposons en plus que 
F transforme les objets F-minimaux en G-minimaux. Alors les foncteurs derives LF, LG et 
lL(GF) existent et la transformation naturelle canonique defoncteurs (lLG)(LF) + I_(GF) 
est un isomorphisme. 
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Preuve. Soient a E obj %’ et m r a un modele F-minimal. Par hypothese, Fm est 
G-minimal. D’ou, d’apres le Theoreme 3.5, on a 
(LG)(lLF)(a) = (lLG)(Fm) = GFm = [L(GF)(a). 0 
Maintenant on va enlever l’hypothese de l’existence de calcul de fractions dans les 
rbultats precedents. On remplace les Hypotheses 2.7 par 
Hypothkse 3.7. Dans le reste de ce Paragraphe, %? est une categoric de modeles avec 
tous les objets fibrants. 
On a alors un calcul de fractions dans r&F et on peut traduire, par exemple, la 
Definition 3.1, la Proposition 3.3, le Theoreme 3.5 et son corollaire comme suit: les 
diagrammes de la Definition 3.1 ne seront que commutatifs a homotopie p&s. Les 
objets de la definition seront appeles F-minimaux ti homotopie pres. 
Proposition 3.8. Soient F: ‘3 + 9 un foncteur entre deux categories de modeles et 
JZ une classe d’objets de %? tel que: 
(1) tout objet de +T a un modele dans JH, et 
(2) F preserve les we entre /es objets de A. 
Alors les objets de Jr! sont F-minimaux d homotopie prds. 0 
Thborkme 3.9. Si %? a sufisamment de F-minimaux d homotopie pres et F preserve la 
relation d’homotopie entre morphismes parmi des objets minimaux, alors le foncteur 
derive LF existe et on peut le calculer par 
@F)(a) = Fm 
ou m est un modble F-minimal Li homotopie prts quelconque de a. 0 
Corollaire. Si VZ a sufiisamment de minimaux et F preserve la relation d’homotopie entre 
morphismes parmi des objets minimaux, alors le foncteur derive LF existe et on peut le 
calculer par 
@F)(a) = Fm 
ou m est un modele minimal quelconque de a. 0 
4. KS-modules et KS-modules minimaux 
Hypothbe 4.1. Dans ce Paragraphe, sauf mention contraire, R est un anneau commu- 
tatif avec unite A une R-algebre dgc. On ne fait aucune hypothese ni sur les degres de 
A ni sur celui des A-modules dg. 
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D6finition 4.2. Soient M un A-module dg et n un entier. Une extension de Hirsch de 
M de degrb n est une inclusion de A-modules dg 
oli: 
(1) V est un R-module projectif homogkne de degrt n, 
(2) A O,(V), est le A-module grad& libre sur V, et 
(3) la diffkrentielle de M Od (A OR (V),) applique V dans M. 
Dbfinition 4.3. Un KS-module est un A-module dg M muni d’une filtration surjective 
{W&I, index&e par un ensemble bien ordonni: I tel que: 
(1) M(0) est le A-module dg nul, oti 0 = min I, 
(2) si tl a comme prkdkcesseur /I, M(U) est une extension de Hirsch de M(b), et 
(3) si CI n’a pas de prkdkesseur, 
M(a) = 15 M(P) 
B<a 
Un A-module dg M est appeli: KS-minimal s’il est un KS-module et si la filtration 
{M(a)},,, vlrifie: 
(4) I = {(n, q) 1 q 2 0} c Z x Z est muni de l’ordre lexicographique, et 
(5) pour q > 0, M(n, q) est une extension de Hirsch de degrk n de M(n, q - 1). 
Un KS-modZle d’un A-module dg X est un KS-module M et un quis M 5 X. Un tel 
modkle s’appelle un KS-modtile minimal si M est KS-minimal. 
ThCorc!me 4.4. Soient M un A-module dg KS-minimal et p: X 3 M un quis de A- 
modules dg. Alors il existe un morphisme de A-modules dg G : M -+ X tel que pa = lM. 
Preuve. On peut adapter sans problime la dkmonstration de [14, Thtoriime 8.71, en 
prenant r = 0 et al filtration triviale (voir [20]). 0 
Autrement dit, tout A-module dg KS-minimal est minimal dans le sens de la 
Dkfinition 1.1. En particulier, deux KS-modtiles minimaux d’un m&me A-module dg 
sont isomorphes par un isomorphisme unique i homotopie p&s. 
Pour ce qui concerne l’existence des KS-modtles minimaux, rappelons d’abord 
qu’un anneau R est de dimension globule zbro si tout R-module est projectif. Outre les 
corps, ce type d’anneaux inclut les anneaux semi-simples; par exemple les algkbres de 
groupe k[G] 06 G est un groupe (commutatif) fini et k un corps tel que la carac- 
ttristique ne divise pas l’ordre du groupe. 
ThCodme 4.5. Soient R un anneau de dimension globale ztro et A une R-algkbre dgc, 
H’A = R. Alors tout A-module dg a cohomologie in@rieurement born&e a un modhle 
KS-minimal. 
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Preuve. 11 s’agit d’adapter la construction classique pour les KS-extensions d’algebres 
dgc [13], en faisant attention au fait que pour etendre le quis et les differentielles on 
a besoin seulement de la projectivite des modules des nouveaux generateurs. 0 
Comme corollaire de ce theoreme et de la Proposition 1.6, les KS-minimaux sont 
tous les objets minimaux de la cattgorie des A-modules dg a cohomologie in- 
ferieurement bornte, lorsque R est un anneau de dimension globale zero. Nous aurons 
besoin aussi d’une structure de categoric de modeles pour la categoric Mdg(A) des 
A-modules dg. 
T&or&me 4.6. Mdg(A) est une catbgorie de modeles fermbe avec tous les objetsfibrants, 
en choisissant comme morphismes distingub: 
(1) we: les quis, i.e., les morphismes qui induisent des isomorphismes en cohomologie, 
(2) jib: les morphismes surjectifs, et 
(3) cof: les morphsimes qui ont la LLP par rapport aux jibrations triviales. 
Preuve. On peut adapter sans difficult& la demonstration de [2] pour la categoric des 
Q-algebres dgc a degres non negatifs, en ajoutant la remarque suivante pour enlever la 
restriction sur les degres: l’algebre T(n) de [2] (ou le module correspondant dans [ZO]) 
ne necessite pas de definition particuliere pour les degrts negatifs. 0 
Decrivons un objet chemin de cette categoric: soit WI le A-module dg engendre par 
des gtnerateurs u, to, tl en degrt zero et v 0, v1 en degre un, avec les relations 
to + t1 = U, vg + v1 = 0 et du = 0, dti = vi pour i = 0,l. Soient di: Wr + R, i = 0,l et 
s: R + WI les morphismes de R-modules definis par: ai = 1 si i #j, ai = 0 si 
i = j et s(l) = u. On notera de la meme facon les morphismes de A-modules dg 
ai@l:Wr@,M-+Met l@s:M+ W,@RM.Alors 
est un objet chemin de Mdg(A). Deux morphismes cp,$ : M -+ N de A-modules dg sont 
homotopes par cet objet chemin si et seulement s’il existe un morphisme de A-modules 
dg h: M + W, OR N tel que a, h = cp et &,h = Ic/. Si la source de ces morphismes, M, 
est un objet cofibrant alors la definition de l’homotopie ne depend pas de l’objet 
chemin choisi. Autrement dit, dans ce cas, on a seulement a verifier que les morphis- 
mes sont homotopes par cet objet chemin particulier. 
Pour ce qui concerne les objets cofibrants, on a 
Proposition 4.7. Tout KS-module est cojibrant et tout A-module dg admet un modele qui 
est un KS-module. 
Preuve. On peut traduire les demonstrations des rtsultats de [14] pour les (R, r)- 
algebres en prenant r = 0 et la filtration triviale. 0 
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Remarque 4.8. On peut aussi montrer que, si A est une R-algebre dgc concentree en 
degres non negatifs, alors la categoric Mdg’(A), des A-modules dg a degres non 
negatifs, est aussi une categoric de modeles fermee avec tous les objets fibrants et les 
memes morphismes distinguts. On prendra garde, pourtant, que les objets cofibrants, 
en particulier les minimaux, ne sont pas necessairement les memes. (Test-a-dire, 
a moins d’imposer des restrictions sur R et sur A, on peut trouver des objets minimaux 
dans Mdg+ (A) qui ne sont plus minimaux lorqu’on les regarde dans Mdg(A): il suffit 
de prendre A = R = Q[x] et considerer Q comme un Q [xl-module a l’aide de 
l’augmentation x = 0. Bien que Q n’est pas KS-minimal, il est minimal selon la 
Definition 1.1. dans Mdg’(A), mais pas dans Mdg(A). Pour kiter cet exemple il suffit 
de demander a R d’avoir pour dimension globale zero et a A d’etre cohomologique- 
ment connexe: alors les KS-minimaux sont tous les objets minimaux de Mdg+ (A) et le 
foncteur d’inclusion Mdg’ (A) c, Mdg(A) les preserve. 
5. Le tor ditkentiel de modules 
Dans ce Paragraphe, nous prouvons l’existence du foncteur derive a gauche du 
produit tensoriel de modules dg a l’aide de la structure de categoric de modeles de 
Mdg(A) du Paragraphe precedent. Ensuite, nous dtmontrons que la cohomologie de 
ce foncteur coincide avec le tor differentiel tel qu’il est defini, par exemple, dans [12]. 
Soit N un A-module dg. Considhons le foncteur 
@A N : Mdg(A) + Mdg(A). 
Proposition 5.1. Restreint aux objets cojibrants, le foncteur _ Qa N prkserve la relation 
d’homotopie. 
Preuve. Puisque l’enond implique seulement les objets cofibrants, il suffit de le 
demontrer pour un objet chemin particulier. Soient done, cp,$: A4 + M’ des mor- 
phismes de Mdg(A) et h: M -+ WI OR M une homotopie de cp a $. Alors 
h@l:MOAN+ W,@R(M’@AN)estunehomotopiedecp@l a$@l. Cl 
Par consequent, et d’apres le Corollaire 2.6.2, 
ThCorGme 5.2. Le foncteur QA N admet un foncteur d&iv& 21 gauche 
@ 5 N : HoMdg(A) + HoMdg(A) 
qu’on peut calculer sur les objets par M @), N = M’ Qa N, oti M’ est un modtile 
cofibrant de M. 0 
Comparons la cohomologie de ce foncteur derive avec le tor differentiel de [ 121. 
Nous choisissons cette definition du tor differentiel pour sa generalite (a notre 
connaissance c’est celle qui permet un plus grand nombre de resolutions pour le 
calculer) et sa simplicite. Pour faire la comparaison, d’apres la thtorie developpee dans 
les Paragraphes precedents et la Proposition 5.1, nous n’avons pas besoin de 
dtmontrer que les objets de Kiinneth (voir la Definition 5.5, ci-apt-es) sont cofibrants, 
mais qu’ils sont _ ma N-minimaux a homotopie pres. 
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Rappelons quelques definitions. Soit M un A-module dg. UneJiltration de M est 
une filtration decroissante par des A-sous-modules dg 
M=UF*Mx ‘.. ~F*MIF*+~M 
P 
3 . . . I F-‘M ZI F”M II F’M = 0. 
Un A-module dgjltr6 est un A-module dg M avec une filtration F. Lorsqu’il sera 
necessaire, on le notera (M, F). Un morphisme de A-modules dg filtres est un 
morphisme de A-modules dgf: M + N compatible aux filtrations. Notons FMdg(A) 
la categoric avec ces objets et ces morphismes. Tout A-module dg M peut &tre 
considerit comme filtre a l’aide de la jihation triviale. 11 s’agit de la filtration 
dtcroissante de M definie par G”M = M et G’M = 0. 
Une r&solution d’un A-module dg M est un morphisme de A-modules dg filtres 
a:(X, F)+ (M, G) 
qui induit un quis El tl : El X -+ E 1 M entre les termes El des suites spectrales. De facon 
tquivalente, la suite de HA-modules 
. +EPX: E{+‘X+ ... + E;‘X : EYX- Eia HM-+O 
est exacte, d etant le morphisme induit par la differentielle de X. 
Les filtrations des objets de 9Mdg(A) sont rbgulikres, au sens de [3]. Par 
consequent, les suites spectrales sont fortement convergentes. En particulier, 
GI* : HX -+ HM est un isomorphisme. Comme corollaire, on a 
Proposition 5.3. Si c( est une &solution, alors M est un quis de Mdg(A). 0 
Remarque 5.4. On ne fait aucune hypothbe ni sur le degre ni sur la dimension globale 
de l’anneau R (cf. [27], [15] et aussi [21]). 
La definition de [ 121 du tor differentiel utilise de telles resolutions avec une certaine 
propriete de “platitude”. 
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Definition 5.5. Un A-module dg filtre (K, F) est un objet de Kiinneth si pour tout p, 
EfK est un HA-module plat et, pour tout A-module dg N, le morphisme de Kiinneth 
ic:E,K@,,HN+ E,(K@*N) 
defini par [x] @ [n] H [x &I n], est un isomorphisme. Une resolution de Kiinneth dun 
A-module dg M est une resolution a: (K, F) + (M, G) avec (K, F) un objet de Kiinneth. 
Example 5.6. Soient A = R et E : P -+ M une resolution de Cartan-Eilenberg a gauche 
(voir [3], ou bien [lo], en faisant attention au changement d’indices). Nous prenons 
comme filtration du complexe simple (ou total) sP 
FP(sP) = @ Pm*’ 
m>p 
Par definition, le terme E, de la suite spectrale correspondant a cette filtration 
. . . + H’(pP~‘) + H’(pP+‘2’) -.+ . . . 
+ H’(P-‘s’)-, H*(P”+% H’M + 0 
est une suite exacte de R-modules projectifs et par consequent E : (sP, F) + (M, G) est 
une resolution de Kiinneth de M. 
Dtfinition 5.7. Soient M,N E obj Mdg(A). On appelle tor difSerentie1 de M et N le 
HA-module 
Tor,(M, N) = H(K OaN) 
ou K est une resolution de Kiinneth quelconque de M. 
On peut dtmontrer sans peine qu’il s’agit d’un foncteur balance; c’est-a-dire, qu’on 
peut le calculer par des resolutions de la deuxieme variable ou par des resolutions des 
deux variables. Cela decoule de la proposition suivante. 
Proposition 5.8. Soient (K, F) un objet de Kiinneth et s : M + N un quis de A-modules 
dg. Alors 1 @ s : K Oa M + K Ba N est un quis. 
Preuve. Dans le diagramme commutatif 
& @,W E,(l 0 s) - EI(KOAN) 
(EIK)‘@nIHM 2 (E,K)K@nAHN 
I I 
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les fleches verticales sont des isomorphismes par definition d’objet de Kiinneth. La 
fleche inferieure aussi, parce que les Ef K sont des HA-modules plats. Par consequent, 
il en est de m&me pour la fleche suptrieure. Les suites spectrales ttant fortement 
convergentes, on a un isomorphisme H(l @ s): H(K BA M) -+ H(K BAN). 0 
Proposition 5.9. Pour tout N E obj Mdg(A) tout objet de Kiinneth est un objet _ ga N- 
minimal & homotopie prks. 
Preuve. D’apres la Proposition 3.8, il suffit de demontrer que ma N preserve les quis 
parmi les objets de Kiinneth, puisqu’il y en a assez par [12, Theoreme 2.11. Soit 
u : X + Y un quis de A-modules dg parmi deux objets de Kiinneth. Soit tx : K(N) + N 
une resolution de Kiinneth de N. D’apres la proposition priddente, dans le diagram- 
me commutatif 
U@l 
XQAN - YQAN 
I 10x l@u UC31 1 
X Q,K(N) - YQaK(N) 
les fleches verticales et la fleche inferieure sont des quis. Par consequent, il en est de 
meme pour la fltche superieure. Cl 
Corollaire. Soient M,N E obj Mdg(A) et (K, F) --f M une rdsolution de Kiinneth. Alors 
M@;N=KQ,N. 
Preuve. D’apres la proposition precedente, pour tout N E obj Mdg(A) tout objet de 
Kiinneth est un objet Oa N-minimal a homotopie pres. On applique alors le 
Theoreme 3.9. 0 
Remarque 5.11. De la m&me facon, les r&solutions semi-libres de [6] sont _ Oa N- 
minimales a homotopie pres. Cela decoule de A.3 et A.7 de [6]. 
Remarque 5.12. Restreint a Mdg + (A), le produit tensoriel admet un derive qu’on peut 
noter _ 0:’ N. On prendra garde, pourtant, que la restriction de _ 0: N 
a HoMdg+ (A) ne coincide pas necessairement avec _ 05’ N. Neanmoins, si R est un 
anneau de dimension globale zero et Ho A = R, alors les deux derives sont egaux 
d’apres la Remarque 4.8, l’exactitude du foncteur d’inclusion et le Theoreme 3.6. 
6. Le tor diffkrentiel d’algkbres 
Hypotbkse 6.1. Dans ce Paragraphe Q c R. 
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Soit f: A + B un morphisme de R-algkbres dgc. ConsidCrons le foncteur d’extension 
des scalaires 
f, = B@,_:Adgc(A)+Adgc(A) 
lequel, g chaque A-algkbre dgc cp : A + C fait correspondre la B-algtbre dgc dkfinie par 
le diagramme cocarttsien de R-algZbres dgc 
v 
A- C 
Comme dans le Paragraphe prktdent, on peut dtmontrer i I’aide des structures de 
cattgorie de modiles de Adgc(A) et Adgc(B), cf. Paragraphe 1, le 
T&or&me 6.2. Le foncteur B mA_ admet un foncteur d&iv6 ci gauche 
B 0: _ : HoAdgc(A) + HoAdgc(B) 
qu’on peut calculer sur les objets par B 0: C = B a,_, D, oti A + D est un mod2le 
coJibrant de A+ C. 0 
Definition 6.3. Nous appellerons tor difkentiel d’alggbres la cohomologie du foncteur 
d&iv& ZI gauche de B Oa_. Pour tout (A -+ C) E obj Adgc(A), nous poserons 
Tor,(B, C) = H(B 0: C). 
Remarque 6.4. Comme dans le cas des A-modules dg, ce foncteur peut &tre calculk 
avec des modkles minimaux lorsqu’il y en a assez et, de la m&me faGon, il coincide avec 
le foncteur d&iv& de sa restriction aux algZbres dgc & degrts non ntgatifs, lorsque, en 
plus, les minimaux g degrts non nkgatifs restent minimaux dans la cattgorie des 
algkbres dgc sans restriction sur les degrb. Pour cela, une condition suffisante est que 
R soit de dimension globale z&-o et HoA = R. 






oti f* est le foncteur de restriction des scalaires. Comme f* est exact, la dtrivabiliti: 
de cette composition dtcoule du Thkorime 3.6, une nouvelle fois parce que 
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B Oa_ preserve les objets cofibrants et, en plus, 
oii, ttant donne que f * est exact, on fait l’abus de notation Lj* = f*. Cela ttant dit, on 
n’ecrira plus le f*. Ce derive coincide avec le derive de modules par oubli de la 
structure multiplicative. Plus precisement, 
Thizorbme 6.5 (cf. [4,6,24,25]). Soit R un anneau commutatifavec unit; tel que Q c R 







HoMdg(A) - HoMdg(A) 
B@t~ 
sont des foncteurs canoniquement isomorphes, les foncteurs U &ant les foncteurs induits 
par les foncteurs d’oubli. 
Preuve. D’apres le Corollaire 2.6.2, le Theoreme 3.6 et le fait que les Ii sont exacts, il 
suffit de demontrer qu’il existe une classe d’objets cofibrants dans Adgc(A) de facon 
que toute A-algebre dgc ait un modele dans cette classe et que ces objets restent 
cofibrants en tant que A-modules dg. Or, les KS-extensions de R-algebres dgc forment 
une talle classe. Ce sont des cofibrations et toute A-algebre dgc admet un modele qui 
est une KS-extension. Finalement, toute KS-extension est un KS-module: il suffit de 
dimontrer que toute extension de Hirsch de A-algebres dgc B + B OR A(V), (voir 
[S]) est une composition d’extensions de Hirsch de A-modules dg (Definition 4.2). 
Pour cela, comme Q c R, on a un isomorphisme 
et, par consequent, 
Montrons que 
p-1 
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est une extension de Hirsch de A-modules dg: le produit par des elements de A est 
celui de B; kV est un R-module projectif parce que V pest. Done, il ne reste 
a demontrer que la differentielle de B OR~( V)” applique PJ’ dans 
4 
En effet: pour p = 0, d(V) c B parce que B + B BRA(V), est une extension de Hirsch 
d’algebres dgc, et pour p 2 1, 
d(Ul A . . . A up) = c * dq@(u, A .q. . . A up) 
p-1 
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